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Ghi chú cho các highlight cần chỉnh sửa trong bài báo: 

Trang 2: 

-tấm trên và tấm dưới sửa lại là: mặt trên tấm trên và mặt dưới tấm dưới 

-trênnền : chữ bị dính liền sửa lại là: “trên nền”  

-công thức (1): dấu ngoặc tròn ( đổi thành dấu ngoặc vuông 
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-Công thức (4): cần đưa công thức vào giữa trang 
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-công thức (7): cần đưa công thức vào giữa trang và bỏ dấu (-) 

-công thức (8) và công thức (9): thay dấu ngoặc tròn bằng dấu ngoặc nhọn 

-công thức (9): bỏ dấu “{}”.  

Trang 4: 

-đổi t  thành T .  

-công thức (11): thay dấu ngoặc tròn “(“ thành dấu ngoặc “{“ 

-công thức (12) : thay dấu ngoặc tròn “(“ thành dấu ngoặc “{“ hoặc ngoặc “[” 

-công thức (14) : thay dấu ngoặc tròn “(“ thành dấu ngoặc “{“ hoặc ngoặc “[” (chú ý mở 
ngoặc nào thì đóng bằng ngoặc đó), chuyển số (14) về cuối lề phải 

-công thức (15) và (16): thay dấu ngoặc tròn “(“ thành dấu ngoặc “{“ hoặc ngoặc “[” (chú ý 
mở ngoặc nào thì đóng bằng ngoặc đó), chuyển số (15) và (16) về cuối lề phải 



-trước từ “là” cần có khoảng trắng 

-bỏ đi cụm “là Ks=5/6” 

-công thức (17), (18), (19), (20), (21),(22) và (23) đưa vào giữa trang; số (17), (18), (19), 
(20), (21),(22), và (23) đưa về cuối lề phải 

Trang 5:  

-Đổi ký hiệu “α” thành “a” 

-Đổi số (16) thành số (26) và đưa về cuối lề phải, công thức đưa vào giữa trang 

Trang 6: 

-công thức (27),(28),(29),(30),(31),(32),(33),(34),(35),(36),(37) và (38) đưa vào giữa trang. 
Số (27),(28),(29),(30),(31),(32),(33),(34),(35),(36),(37) và (38) đưa về cuối lề phải 

Trang 8: 

-viết lại bảng 3 

-“1.”  Và “1” đổi thành “1.0” 

-“N/m3” đổi lại là N/m 

Trang 9:  

-“Ttt” đổi lại là Ttt 

-trong bảng 4, dấu (-) và số phải cùng một hàng 

-“tácdụng” bị dính từ đổi thành “tác dụng” 

-“1.” và “1” đổi thành “1.0” 

-Trước “a2=2a” phải có dấu phẩy 

-“α” đổi thành a 

-trước hàng tô vàng không có khoảng trắng 

Trang 10: 

-“vớinhững” bị dính từ đổi thành “với những” 

Chú ý: các đoạn văn trong bài chưa được căn lề phải, đề nghị căn lại lề phải.  
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Trần NamHải1,2, Nguyễn Thị Thanh Quý1,2, Lương Văn Hải1,2,*

Use your smartphone to scan this
QR code and download this article

TÓM TẮT
Bài báo này xây dựng lý thuyết và phương pháp số mới để phân tích ứng xử động của tấm nhiều
lớp đặt trên nền Pasternak chịu tải trọng di động với gia tốc thay đổi và xét ảnh hưởng của nhiệt độ.
Phương pháp được nghiên cứu trong bài báo là phương pháp tấm nhiều lớp chuyển độngMMPM
(Multi-Layer Moving Plate Method). Ngoài ra, bài báo sử dụng lý thuyết tấm dầyMindlin và nguyên
lý công ảo để thiết lập phương trình chủ đạo mô tả chuyển động tấm và lực tác động. Tấm sau
đó được rời rạc thành các phần tử 9 nút bằng phương pháp MMPM, và ghép nối các ma trận phần
tử vào ma trận tổng thể để thu được phương trình chuyển động tổng quát của tấm nhiều lớp.
Phương trình tổng quát này được giải bằng phương pháp Newmark để cho ra kết quả có hội tụ.
Bài báo thực hiện được kiểm chứng với các kết quả thu được ở trường hợp tải tĩnh và tải động để
so sánh với các công trình đã công bố nhằm chứng minh độ tin cậy của các kết quả trong nghiên
cứu này. Tiếp theo, bài báo khảo sát các bài toán với những giá trị gia tốc khác nhau để xem xét sự
ảnh hưởng của đại lượng này tới ứng xử tấm. Đồng thời, ảnh hưởng nhiệt độ được xem xét đến
chuyển vị của tấm bằng cách đặt nhiệt độ tại mặt trên của tấm khác với nhiệt độ tại mặt dưới của
tấm.
Từ khoá: Phương pháp tấm nhiều lớp chuyển động (MMPM), tải di động có gia tốc, nhiệt độ

GIỚI THIỆU
Đi cùng với sự phát triển kinh tế xã hội thì nhu cầu di chuyển và vận tải hàng hóa ngày càng gia tăng, vì lẽ đó
mà cơ sở hạ tầng giao thông bao gồm hệ thống đường băng sân bay và đường cao tốc nhận được nhiều sự
quan tâm của cộng đồng khoa học. Các kết cấu dạng này được mô hình như là một dầm hay tấm trên nền
đàn nhớt chịu tác dụng của tải trọng di chuyển. Một số nghiên cứu liên quan đến phân tích kết cấu tấm trên
nền đàn hồi bằng phương pháp giải tích phải kể đến như sau. Kim và Roeset 1 đã khảo sát ứng xử động của
một tấm dài vô hạn trên nền đàn hồi chịu tải di động hằng số và tải điều hòa, phương pháp biến đổi Fourier
FFT (Fast Fourier Transform) được sử dụng để tìm lời giải cho phương trình chủ đạo. Tiếp theo đó, Kim 2 đã
phân tích ứng xử của tấm mỏng dài vô hạn trên nền Winkler và nền hai thông số chịu tác dụng đồng thời của
tải trọng nén tĩnh và tải trọng chuyển động. Sun3 đã sử dụng phép biến đổi Fourier để tìm lời giải giải tích
cho bài toán tấm Kirchhoff trên nền đàn nhớt chịu tải trọng di động điều hòa dạng đường tròn. Xiang và
cộng sự4 đã cung cấp lời giải chính xác cho bài toán dao động tấm dày với bốn cạnh tựa đơn đặt trên nền
Pasternak. Bằng cách áp dụng một lý thuyết mới, Xing và Liu5 đã đề xuất lời giải cho bài toán dao động tự do
của tấmMindlin chữ nhật. Với những điều kiện biên phức tạp, Fan và Cheung6 đã sử dụng phương pháp dải
hữu hạn để phân tích dao động tự do của tấm mỏng chữ nhật. Cũng bằng phương pháp dải hữu hạn, Huang
vàThambiratnam7 phân tích ứng xử của tấm chữ nhật trên nền đàn hồi chịu tải di chuyển có gia tốc.
Những nghiên cứu kể trên đều sử dụng phương pháp giải tích để đưa ra lời giải cho phương trình vi phân chủ
đạo mô tả chuyển động tấm. Một phương pháp mới ưu việt hơn, tận dụng sức mạnh điện toán của máy tính
đối với những tình huống phức tạp như hệ có nhiều bậc tự do hoặc tải có gia tốc tên là phương pháp phần tử
hữu hạn FEM (Finite Element Method) đã được áp dụng vào nghiên cứu động lực học kết cấu. Filho 8, Hino
và cộng sự 9 và Olsson10 là những nhà tiên phong trong việc phát triển FEM vào nghiên cứu bài toán kết cấu
dầm chịu tải trọng động. Tiếp theo, có thể kể đến các công trình củaThambiratnam and Zhuge 11, Yoshida và
Weaver12, Wu và cộng sự13 đều sử dụng phương pháp FEM để phân tích động lực học kết cấu tấm.
Koh và cộng sự 14 đã chỉ ra những khuyết điểm của FEM khi giải quyết bài toán tải di chuyển và đề xuất một
phương pháp cải tiến, tên là phương pháp phần tử chuyển động MEM (Moving Element Method) để giải bài
toán tàu-ray 1 chiều. Từ những nghiên cứu trên cho thấy phương pháp MEM đã mang lại những lợi thế nhất
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định cho phân tích động. Các nghiên cứu sau đó áp dụng phương pháp MEM có thể kể đến các công trình
của: Koh và cộng sự 15, Xu và cộng sự16, Cao và cộng sự17 về kết cấu tấm.
Hiện nay, tuy đã có một số nghiên cứu về kết cấu tấm sử dụng phương pháp phần tử chuyển động, nhưng chỉ
dừng lại ở phân tích tấm đơn, một số nghiên cứu về tấm hai lớp thì không xét đến tác động của nhân tố nhiệt
độ cũng như ảnh hưởng gia tốc tải trọng lên ứng xử của tấm. Vì vậy, bài báo này sẽ tập trung phát triển
phương pháp MMPM để phân tích ứng xử động của tấm hai lớp trên nền Pasternak chịu tải trọng di chuyển
có gia tốc và ảnh hưởng của nhiệt độ.

CƠ SỞ LÝ THUYẾT VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU
Tấm nhiều lớp đặt trên nền Pasternak

Môhình vật lý
Xét mô hình tấm gồm hai lớp đồng nhất có kích thước được ký hiệu như sau: chiều dài L và chiều rộng B;
tấm trên có bề dày ht và tấm dưới có bề dày hb . Tấm nhiều lớp được liên kết với nhau bằng lớp Pasternak với
các thông số độ cứng kwc, hệ số kháng cắt ksc và hệ số cản cc. Tấm dưới được đặt trên nền Pasternak có độ
cứng kw f , hệ số kháng cắt ks f và hệ số cản c f . Gọi u0t , v0t , w0t và u0b, v0b, w0b lần lượt là các chuyển vị theo
phương x, y, z của một điểm tại mặt trung hòa của tấm trên và tấm dưới; β xt , β yt và β xb, β yb là các góc xoay
xung quanh trục y và x. Ký hiệu Ttt và Tbb lần lượt là nhiệt độ của tấm trên và tấm dưới. Tải tập trung P di
chuyển dọc trục x của tấm với vận tốc thay đổi được thể hiện ở Hình 1.

Hình 1: Mô hình tấm hai lớp đặt trênnền Pasternak

Mối quan hệ biến dạng và ứng suất xét ảnh hưởng của nhiệt độ
Giả sử rằng trường nhiệt độ không đổi trong mặt phẳng Oxy của tấm và chỉ biến thiên theo phương bề dày
tấm. Giải phương trình vi phân mô tả phân bố nhiệt độ theo bề dày tấm của hàm phân bố nhiệt độ được biểu
diễn như sau:

−d
dz

(
κ

dT
dz

]
= 0 (1)

trong đó K là hệ số truyền nhiệt của tấm và là hằng số trong trường hợp tấm đồng nhất.
Điều kiện biên được xem xét ở phương trình (1) như sau:
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Tấm trên:

T = Ttt(z = ht/2);T = Ttb(z =−ht/2) (2)

Tấm dưới:

T = Tbt(z = hb/2);T = Tbb(z =−hb/2) (3)

Hàm nhiệt độ là các đa thức bậc nhất được thể hiện theo công thức sau:
T (zt) = Ttb +(Ttt −Ttb)

(
zt
ht
+ 1

2

)
T (zb) = Tbb +(Tbt −Tbb)

(
zb

hb
+

1
2

)
(4)

Nhiệt độ tại vị trí nối tiếp giữa tấm trên và tấm dưới được cho bởi công thức:

Ttb = Tbt = Ttt −
(Ttt −Tbb)

ht

κt
+

hb

κb

ht

κt
= Tbb +

(Ttt −Tbb)

ht

κt
+

hb

κb

hb

κb (5)

trong đó Ttt , Tbb lần lượt là nhiệt độ tại các mặt biên của tấm trên và tấm dưới; Ttb là nhiệt độ tại mặt dưới
của tấm trên và Tbt là nhiệt độ tại mặt trên của tấm dưới; Kt và Kb lần lượt là hệ số truyền nhiệt của tấm trên
và tấm dưới ht và hb là bề dày tấm trên và tấm dưới.
Theo Yang và Shen18, mô-đun đàn hồi E và hệ số giãn nở nhiệt α của tấm trên và tấm dưới biến thiên theo
nhiệt độ tuyệt đối như sau:

Et(T ) = Et
0

(
Et
−1T−1 +1+Et

1T 1 +Et
2T 2 +Et

3T 3
)

Eb(T ) = Eb
0
(
Eb
−1T−1 +1+Eb

1 T 1 +Eb
2 T 2 +Eb

3 T 3) (6)

αt(T ) = αt
0

(
αt
−1T−1 +1+αt

1T 1 +αt
2T 2 +αt

3T 3
)

αb(T ) = αb
0

(
αb
−1T−1 +1+αb

1 T 1 +αb
2 T 2 +αb

3 T 3
)

Trong đó: Et
0, Et

−1, Et
1, Et

2, Et
3, αt

0, αt
−1, αt

1, αt
2, αt

3là các hằng số vật liệu tấm trên
Eb

0 , Eb
−1, Eb

1 , Eb
2 , Eb

3 , αb
0 , αb

−1, αb
1 , αb

2 , αb
3 là các hằng số vật liệu tấm dưới; T là nhiệt độ tuyệt đối (đo theo

thang Kelvin-K).
Theo đó, mô-đun đàn hồi E và hệ số giãn nở nhiệt thay đổi theo chiều dày tấm như sau:

E(zt) = (Ett(T )−Etb(T ))
(

zt

ht
+

1
2

)
+Etb(T )

E(zb) = (Ebt(T )−Ebb(T ))
(

zb

hb
+

1
2

)
+Ebb(T ) (7)

α(zt) = (αtt(T )−αtb(T ))
(

zt
ht
+ 1

2

)
+αtb(T )

−α(zb) = (αbt(T )−αbb(T ))
(

zb
hb
+ 1

2

)
+αbb(T )

Trường biến dạng của tấm khi kể đến nhiệt độ có công thức sau đây

εx

εy

γxy

=


∂u0

∂x
∂v0

∂y
∂u0

∂y
+

∂v0

∂x


+ z


∂βx

∂x
∂βy

∂y
∂βx

∂y
+

∂βy

∂x


=

 u0,x

v0,y

u0,y + v0,x

+ z

 βx,x

βy,y

βx,y +βy,x

= εm + zκ (8)

γ =

(
γxz

γyz

}
=

 βx +
∂w0

∂x
βy +

∂w0

∂y

=

(
βx +w0,x

βy +w0,y
{}

}
(9)

3 

ε = 


  
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Với điều kiện trường biến dạng được phát biểu theo nguyên lý chồng chất như sau:

ε = εm + εT (10)

trong đó εm là trường biến dạng cơ học; εt là trường biến dạng do nhiệt độ

εT =

 1
1
0

α(z,T )∆T (11)

Trường ứng suất của tấm được thể hiện như sau:

σ =

 σx

σy

τxy


 Q11 Q12 0

Q21 Q22 0
00 Q66



 εx

εy

γxy

−

 1
1
0

α(z,T )∆T

 (12)

τ =

(
τxz

τyz

}
=

(
Q55 0

0 Q44

](
γxz

γyz

}
(13)

trong đó Q11, Q12, Q21, Q22, Q44, Q55, Q66 là các hằng số vật liệu của tấm.
Ngoại lực sinh ra bởi nhiệt độ được thể hiện như công thức sau: NT

x MT
x

NT
y MT

y
NT

xy MT
xy

=
∫ h/2
−h/2

 Q11 Q12 0
Q21 Q22 0

0 0 Q66


 α(z)

α(z)
0


(

1 z
]

∆T dz

=
∫ h/2
−h/2

 1
1
0

 E(z)α(z)∆T
1−ν

(
1 z

]
dz (14)

Phương trình chủ đạo
Phương trình chủ đạo của tấm nhiều lớp được thiết lập bằng nguyên lý công ảo cho tấm trên và tấm dưới.
Sau đây, công nội ảo của tấm trên và tấm dưới được viết lần lượt như sau:

∂WIt =
∫

Ωt

(
(∂εmt)

T (∂κt)
T (∂γt)

T
} Dmt Dmbt 0

Dmbt Dbt 0
00 Dst


 εmt

κt

γt

dΩt (15)

∂WIb =
∫

Ωb

(
(∂εmb)

T (∂κb)
T (∂γb)

T
} Dmb Dmbb 0

Dmbb Dbb 0
0 0 Dsb


 εmb

κb

γb

dΩb (16)

với Dmt , Dmblà ma trận vật liệu cho biến dạng màng,
Dmbt , Dmbb là ma trận vật liệu cho biến dạng màng và biến dạng uốn,
Dbt , Dbblà ma trận vật liệu cho biến dạng uốn,
Dst , Dsblà những ma trận vật liệu cho biến dạng cắt,
Ks =

5
6 là hệ số hiệu chỉnh cắt là Ks =

5
6 .

Công ngoại ảo của tấm trên nền Pasternak được viết như sau:
∂WE = ∂W P

E +∂W m
E +∂W k

E +∂W ks
E +∂W c

E (17)
với ∂W P

E - công ngoại ảo do tải di chuyển được cho như sau:
∂W P

E =
∫

Ω (∂u)T bdΩ (18)
b - véc-tơ tải tác dụng lên tấm:

b =
(

0 0 Pδ (x−S)δ (y−0) 0 0
]T

(19)
trong đó P là độ lớn tải di động, S là quãng đường tải di chuyển và δ () là hàm the Dirac – Delta.
∂W m

E là công ngoại ảo do lực quán tính:
∂W m

E =−
∫

Ω (∂u)TmüdΩ (20)
∂W kw

E là công ngoại ảo do lực đàn hồi của nền Pasternak:
∂W kw

E =−
∫

Ω ∂wT kwwdΩ (21)
∂W ks

E là công ngoại ảo do lực kháng cắt của nền Pasternak:
∂W ks

E =
∫

Ω ∂wT ks∇2wdΩ (22)

4 
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∂W c
E là công ngoại ảo do lực cản của nền Pasternak:

∂W c
E =−

∫
Ω ∂wT cẇdΩ (23)

Phương trình chuyển động của tấm nhiều lớp từ cân bằng công nội ảo và công ngoại ảo được thiết lập như
sau:

• Tấm trên:

∫
Ωt

(
(δεmt)

T (δκt)
T (δγt)

T
} Dmt Dmbt 0

Dbmt Dbt 0
00 Dst


 εmt

κt

γt

dΩt

+
∫

Ωt
δut

T mt ütdΩt +
∫

Ωt
δwt

T kwc (wt −wb)dΩt (24)

−
∫

Ωt

δwT ksc

(
∇2wt −∇2wb

)
dΩt +

∫
Ωt

δwt
T cc (ẇt − ẇb)dΩt =

∫
Ωt

δut
T btdΩt

• Tấm dưới:

∫
Ωb

(
(δεmb)

T (δκb)
T (δγb)

T
} Dmb Dmbb 0

Dbmb Dbb 0
00 Dsb


 εmb

κb

γb

dΩb

+
∫

Ωb
δub

T mbübdΩb −
∫

Ωb
δwb

T kwc (wt −wb)dΩb +
∫

Ωb
δwb

T ksc
(
∇2wt −∇2wb

)
dΩb (25)

−
∫

Ωb

δwb
T cc (ẇt − ẇb)dΩb +

∫
Ωb

δwb
T kw f wbdΩb −

∫
Ωb

δwb
T ks f ∇2wbdΩb −

∫
Ωb

δwb
T c f ẇbdΩb = 0

Phương pháp tấm nhiều lớp chuyển động
Tấm hai lớp được rời rạc thành các phần tử theo Phần tử tứ giác 9 nút (Quadrilateral Nine-Node Element -
Q9), như trong Hình 2.

Hình 2: a) Rời rạc tấm hai lớp thành những phần tử; b) Một phần tử tấm hai lớp 18 nút

Khi tải trọng chuyển động với vận tốc ban đầuV0và gia tốc α thì mối quan hệ giữa hệ (r, s) và (x, y) được viết
như sau:{

r = x−V0t − 1
2 at2

s = y
⇒ ∂ r

∂ t =−(V0 +at) =−v (16)

5 

trong đó v = V0 + at là vận tốc của tải trọng tại thời điểm t .
Từ đó, phương trình chuyển động của tấm trên (25) được viết lại trong hệ (r, s) như sau:
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∫
Ωt
{(δεmt )

T (δKt)
T (δγt)

T}
Dmt Dmbt 0

Dbmt Dbt 0
0 0 Dst




εmt

Kt

γt

drds

+
∫

Ωt
δuT

tmt

(
v2 ∂ 2ut (r,s)

∂ r2 − 2v ∂ 2ut (r,s)
∂ r∂ t

−α ∂ut (r,s)
∂ r +

∂ 2ut (r,s)
∂ t2

)
drds

+
∫

Ωt
δwT

t kt(wt −wb)drds−
∫

Ωt
δwT kst(∇2wt −∇2wb)drds (27)

+
∫

Ωt
δwT

t ct

(
v ∂wt (r,s)

∂ t − v ∂wt (r,s)
∂ t

− ∂wb(r,s)
∂ t + v ∂wb(r,s)

∂ t

)
drds =

∫
Ωt

δuT
tbt(r,s)drds

Tương tự, phương trình chuyển động của tấm dưới (36) được viết trong hệ (r, s) như sau:

∫
Ωb

{(δεmb )
T (δKb)

T (δγb)
T}
Dmb Dmbb 0

Dbmb Dbb 0
0 0 Dsb




εmb

Kb

γb

drds

+
∫

Ωb
δuT

bmb

(
v2 ∂ 2ub(r,s)

∂ r2 − 2v ∂ 2ub(r,s)
∂ r∂ t

−α ∂ub(r,s)
∂ r +

∂ 2ub(r,s)
∂ t2

)
drds −

∫
Ωb

δwT
b kt(wt −wb)drds (28)

+
∫

Ωb
δwT

b kst(∇2wt −∇2wb)drds −
∫

Ωb
δwT

b ct

(
v ∂wt (r,s)

∂ t − v ∂wt (r,s)
∂ t

− ∂wb(r,s)
∂ t + v ∂wb(r,s)

∂ t

)
drds

+
∫

Ωb
δwT

b kbwbdrds−
∫

Ωb
δwT

b ksb∇2wbdrds−
∫

Ωb
δwT

bcb

(
∂wb(r,s)

∂ t − v ∂wb(r,s)
∂ r

)
drds = 0

Phương trình chuyển động tổng quát tấm hai lớp đạt được bằng cách ghép nối tất cả các ma trận phần tử:
Md̈+Cḋ+Kd= P (29)
với ¨d, ḋvà lần lượt kí hiệu véc-tơ gia tốc nút tổng thể, véc-tơ vận tốc nút tổng thể và véc-tơ chuyển vị nút tổng
thể; M, C và K là ma trận khối lượng tổng thể, ma trận cản tổng thể và ma trận độ cứng tổng thể. Phương
pháp Newmark được sử dụng trong bài báo để giải phương trình (30) cho các khảo sát ứng xử động của tấm
nhiều lớp.
Ma trận phần tử tấm hai lớp đạt được bằng cách ghép nối ma trận phần tử tấm trên và tấm dưới như sau:
M(e) = M(e)

t +M(e)
b ;C(e) =C(e)

t +C(e)
b ;K(e) = K(e)

t +K(e)
b ;P(e) = P(e)

t +P(e)
b (30)

M(e)
t là ma trận khối lượng phần tử tấm trên:

M(e)
t = mt

∫
Ω(e)

t
NT

t NtdetJdξ dη (31)

C(e)
t là ma trận cản phần tử tấm trên:

C(e)
t =−2mtV

∫
Ω(e)

t
NT

t Nt,rdetJdξ dη + cc
∫

Ω(e)
t

NT
wtNwtdetJdξ dη

− cc
∫

Ω(e)
t

NT
wtNwbdetJdξ dη (32)

K(e)
t là ma trận độ cứng phần tử tấm trên:

K(e)
t =

∫
Ω(e)

t

(
(Bmt)

T (Bbt)
T (Bst)

T
} Dmt Dmbt 0

Dbmt Dbt 0
0 0 Dst


 Bmt

Bbt

Bst

detJdξ dη

−mta
∫

Ω(e)
t

NT
t Nt,rdetJdξ dη +mtV 2∫

Ω(e)
t

NT
t Nt,rrdetJdξ dη + kwc

∫
Ω(e)

t
NT

wtNwtdetJdξ dη −
kwc

∫
Ω(e)

t
NT

wtNwbdetJdξ dη
− ksc

∫
Ω(e)

t

(
NT

wtNwt,rr +NT
wtNwt,ss

)
detJdξ dη

+ ksc
∫

Ω(e)
t

(
NT

wtNwb,rr +NT
wtNwb,ss

)
detJdξ dη

− ccV
∫

Ω(e)
t

NT
wtNwt,rdetJdξ dη + ccV

∫
Ω(e)

t
NT

wtNwb,rdetJdξ dη (33)

P(e)
t là véc-tơ tải phần tử tấm trên:

P(e)
t =

∫
Ω(e)

t
NT

t b(r,s)detJdξ dη −
∫

Ω(e)
t

((Bmt)
T ]
 NT

xt
NT

yt
NT

xyt

+
(
(Bbt)

T ]
 MT

xt
MT

yt
MT

xyt


detJdξ dη (34)

M(e)
b là ma trận khối lượng phần tử tấm dưới:

M(e)
b = mb

∫
Ω(e)

b
NT

b NbdetJdξ dη (35)

C(e)
b là ma trận cản phần tử tấm dưới:

C(e)
b =−2mbV

∫
Ω(e)

t
NT

b Nb,rdetJdξ dη + c f
∫

Ω(e)
t

NT
wbNwbdetJdξ dη
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+ cc
∫

Ω(e)
t

NT
wbNwbdetJdξ dη − cc

∫
Ω(e)

t
NT

wbNwtdetJdξ dη (36)

K(e)
b là ma trận độ cứng phần tử tấm dưới:

K(e)
b =

∫
Ω(e)

b

(
(Bmb)

T (Bbb)
T (Bsb)

T
} Dmb Dmbb 0

Dbmb Dbb 0
0 0 Dsb


 Bmb

Bbb

Bsb

detJdξ dη

−mba
∫

Ω(e)
b

NT
b Nb,rdetJdξ dη +mbV 2∫

Ω(e)
b

NT
b Nb,rrdetJdξ dη

+ kw f
∫

Ω(e)
b

NT
wbNwbdetJdξ dη − c f V

∫
Ω(e)

b
NT

wbNwb,rdetJdξ dη

− ks f
∫

Ω(e)
b

(
NT

wbNwb,rr +NT
wbNwb,ss

)
detJdξ dη

+ kwc
∫

Ω(e)
b

NT
wbNwbdetJdξ dη − kwc

∫
Ω(e)

b
NT

wbNwtdetJdξ dη

− ksc
∫

Ω(e)
b

(
NT

wbNwb,rr +NT
wbNwb,ss

)
detJdξ dη +ksc

∫
Ω(e)

b

(
NT

wbNwt,rr +NT
wbNwt,ss

)
detJdξ dη

− ccV
∫

Ω(e)
b

NT
wbNwb,rdetJdξ dη + ccV

∫
Ω(e)

b
NT

wbNwt,rdetJdξ dη (37)

P(e)
b là véc-tơ tải phần tử tấm dưới:

P(e)
b =−

∫
Ω(e)

b

((Bmb)
T ]
 NT

xb
NT

yb
NT

xyb

+
(
(Bbb)

T ]
 MT

xb
MT

yb
MT

xyb


detJdξ dη (38)

KẾT QUẢ SỐ
Kiểm chứng

Bài toán tĩnh
Mô hình được kiểm chứng với bài toán tấm hai lớp chịu tải trọng tĩnh, đặt trên nền Pasternak hai thông số,
kết quả thu được sẽ được kiểm chứng với số liệu trong công trình của Wu và cộng sự 19. Nhiệt độ mặt trên và
mặt dưới tấm bằng nhau Ttt = Tbb. Kích thước tấm hai lớp có kích thước như sau L x B = 3.75m x 4.5m với
chiều dày tấm trên ht = 0.22 và chiều dày tấm dưới hb = 0.18m. Thông số vật liệu tấm nhiều lớp lần lượt là Et

= 3.1x1010 N/m2, vt = 0.15 ρt = 2400kg/m3 cho tấm trên, và Eb = 1.5x109N/m2, vb = 0.25, ρb = 2300kg/m3

cho tấm dưới. Thông số lớp liên kết: kwc = 1.72x108N/m3, ksc = 0, cc = 1.75x105N.s/m3 và thông số nền kw f

= 1.52 x 107N/m3, ks f = 0, c f = 3.79x106N.s/m3. Tĩnh tải tập trung có độ lớn là 1 x 105N và lưới chia là 20 x
20. Bảng 1 so sánh chuyển vị lớn nhất tấm trên từ mô hình đề xuất với số liệu của Wu và cộng sự 20 với sai số
0.98%. Kết luận, phương pháp MMPM đối với bài toán tĩnh cho ra kết quả đáng tin cậy.

Bảng 1: Chuyển vị lớn nhất của tấm trên

Nguồn Chuyển vị lớn nhất (mm)

Wu và cộng sự 19 0.3562

Mô hình đề xuất 0.3527

Sai khác (%) 0.98

7

Bài toán động
Tiếp theo, mô hình được kiểm chứng với tải trọng động di chuyển dọc theo giữa tấm phương x của tấm trên. 
Kết quả thu được từ mô hình được so sánh với số liệu trong nghiên cứu của Cao và cộng sự 17 và Huang và 
Thambiratnam20. Kích thước tấm hai lớp như sau L x B = 40m x 10m, chiều dày tấm trên và tấm dưới như 
nhau ht = hb = 0.3m. Thông số vật liệu tấm trên, và tấm dưới là Et = Eb = 3.1 x 1010N/m2vt = vb = 0.25, ρt = 
ρb = 2440kg/m3. Thông số lớp liên kết kwc = 1 x 107N/m3, ksc = 0, cc = 0 và thông số nền kw f = ∞, ks f = 0, c f 

= 0. Tải di động có độ lớn là 1 x 103N với vận tốc không đổi V = 20 m/s. Nhiệt độ hai mặt của tấm như nhau 
Ttt = Tbb. Nghiên cứu xem xét tính hội tụ của chuyển vị tại tâm tấm bằng cách sử dụng những lưới chia khác 
nhau và cùng một bước thời gian ∆t= 0.0025(s). Bảng 2 ghi nhận kết quả chuyển vị của tâm tấm trên và tấm 
dưới, và so sánh với nghiên cứu của Cao và cộng sự 17. Nhận thấy sự sai khác giữa mô hình đề xuất và nghiên 
cứu17 là không đáng kể, phương pháp MMPM trong bài báo cho ra các kết quả ở bài toán động ở các lưới 
chia khác nhau là đáng tin cậy.
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Bảng 2: Hội tụ chuyển vị tâm tấm với những lưới chia khác nhau

Lưới chia Tấm
trên/dưới

Mô hình đề xuất
(mm)

Cao và cộng sự [17]
(mm)

Sai khác
(%)

15 x 5 Trên -4.3284 x 10−3 -4.2741 x 10−3 1.25

Dưới -4.3284 x 10−12 -4.2741 x 10−12 1.25

20 x 10 Trên -4.4880 x 10−3 -4.4356 x 10−3 1.17

Dưới -4.4880 x 10−12 -4.4356 x 10−12 1.17

30 x 15 Trên -4.7103 x 10−3 -4.6559 x 10−3 1.15

Dưới -4.7103 x 10−12 -4.6559 x 10−12 1.15

Kết quả nghiên cứu & thảo luận

Khảo sát ảnh hưởng của tấmnhiều lớp dưới tác động của nhiệt độ
Xét mô hình tấm hai lớp có kích thước L x B = 20m x 10m, chiều dày tấm trên tấm dưới như nhau ht = hb =
0.1m, hệ số Poisson v = 0.2 và bốn cạnh tựa đơn. Các thông số vật liệu được trình bày trong Bảng 3. Thông số
lớp liên kết và nền kwc = kw f = 1. x 107N/m3, ksc = ks f = 1 x 105N/m3 cc = c f = 1. x 104N/m3. Tấm chịu tải
trọng tập trung P = 1. x 106N di chuyển với vận tốc V = 20m/s, gia tốc a = 20m/s2. Khảo sát ảnh hưởng của
nhiệt độ tới độ võng tại tâm tấm với Ttt = Tbb và sau đó tăng dần nhiệt độ mặt trên Ttt = 400K, 500K, 600K
trong khi nhiệt độ mặt dưới ở 300K.

Bảng 3: Thông số vật liệu tấm

Vật liệu Thông
số

Eo E-1 E1 E2 E3 E (300K)

Tấm trên E (Pa) x3.49
1011

0 -3.07 x
10−4

2.16 x
10−7

-8.95 x
10−11

3.22 x 1011

α (1/K) 5.87 x
10−6

0 9.10 x
10−4

0 0 7.48 x 10−6

ρ
(kg/m3)

- - - - - 2370

k
(W/mK)

- - - - - 9.19

Tấm dưới E (Pa) x2.01
1011

0 3.08 x
10−4

-6.53 x
10−7

0 2.08 x 1011

α (1/K) 1.23 x
10−5

0 8.09 x
10−4

0 0 1.53 x 10−5

ρ
(kg/m3)

- - - - - 8166

k
(W/mK)

- - - - - 12.04

Dữ liệu Bảng 4 và biểu đồ theo Hình 3 và Hình 4 cho thấy chuyển vị lớn nhất tại tâm tấm trên và dưới tăng
dần khi chênh lệch nhiệt độ giữa hai mặt tấm tăng, ngoài ra sự tăng chuyển vị này gần như tuyến tính. Tóm
lại, nhiệt độ thực sự gây ra những tác động lên ứng xử kết cấu cùng với tải trọng cơ học, nhưng tùy vật liệu với
các hệ số dẫn nhiệt khác nhau sẽ có tác động khác nhau lên kết cấu. Trong nghiên cứu này, chuyển vị của tấm
bị ảnh hưởng chủ yếu do tải trọng cơ học, tác động nhiệt độ có tham gia nhưng không đáng kể.
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Bảng 4: Chuyển vị của tấm khi nhiệt độ tác dụng lênmặt trên thay
đổi

Nhiệt độ mặt trên Ttt (K) 300 400 500 600

Chuyển vị tấm trên (mm) -
9.684

-
9.743

-
9.810

-
9.857

Chênh lệch so với 300K (%) 0.06 1,29 1.79

Chuyển vị tấm dưới (mm) -
3.658

-
3.676

-
3.692

-
3.707

Chênh lệch so với 300K (%) 0.47 0.91 1.34

Hình 3: Chuyển vị lớn nhất của tấm trên khi nhiệt độ tácdụng lên mặt trên thay đổi

Hình 4: Chuyển vị lớn nhất của tấm dưới khi nhiệt độ tácdụng lên mặt trên thay đổi

9

Khảo sát ảnh hưởng của tấm nhiều lớp dưới sự thay đổi gia tốc của tải động
Xét mô hình tấm hai lớp có kích thước L x B = 20m x 10m, chiều dày tấm trên và tấm dưới ht = hb = 0.1m, hệ 
số Poisson v = 0.3, bốn cạnh tựa đơn. Tấm chịu tải trọng tập trung P = 1 x 106N di chuyển với vận tốc ban 
đầu V0 = 20m/s, nhiệt độ mặt trên tấm Ttt = 400K và nhiệt độ mặt dưới tấm Tbb = 300K. Các thông số vật
liệu được trình bày trong Bảng 3. Thông số lớp liên kết và nền kwc = kw f = 1. x 107N/m3, ksc = ks f = 1 x 
105N/m3, cc = c f = 1. x 104N/m3. Khảo sát ảnh hưởng của gia tốc tải di chuyển đến ứng xử tấm trong các
trường hợp sau a1 = a = 20m/s2 a2 = 2a, a3 = 3a, a4 = 5a, a5 = 8a.
Kết quả từ Hình 5và Hình 6 thu được tại thời điểm t = 1.00s, cho thấy khi gia tốc tải di chuyển tăng thì
chuyển vị tấm trên và tấm dưới cũng tăng theo. Ảnh hưởng của gia tốc tới chuyển vị khi α ≤ 60m/s2 là

không rõ ràng, khi α > 60m/s2 thì chuyển vị bắt đầu tăng nhanh. Điều này phù hợp với tính chất vật lý của
kết cấu là khi lực chuyển động càng nhanh thì tác động của lực lên chuyển vị tấm càng lớn.

KẾT LUẬN
Bài báo sử dụng phương pháp số mới MMPM để mô phỏng và phân tích ứng xử động của tấm nhiều lớp trên 
nền Pasternak chịu tải di chuyển có gia tốc và sự thay đổi nhiệt độ tấm. Phương trình chủ đạo được thiết lập
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Hình 5: Chuyển vị tấm trên vớinhững giá trị gia tốc khác nhau

Hình 6: Chuyển vị tấm dưới vớinhững giá trị gia tốc khác nhau

bằng nguyên lý công ảo, sau đó, tấm được rời rạc thành những phần tử 9 nút theo phương pháp MMPM giúp
đạt được kết quả chính xác. Điểm nổi bật của nghiên cứu này là gia tốc thay đổi và ảnh hưởng nhiệt độ được
xét đến đồng thời trong phân tích như thể hiện đúng các kết cấu tấm ngoài thực tế như đường cao tốc, đường
sân bay,…. Độ tin cậy của nghiên cứu được kiểm chứng qua các công trình đã xuất bản sử dụng phương pháp
truyền thống FEM. Bài báo đã thu được những giá trị trong phân tích ứng xử động tấm nhiều lớp dưới tác
động tải di chuyển có giá trị gia tốc khác nhau cùng với sự chênh lệch nhiệt độ giữa mặt trên và mặt dưới của
tấm. Kết quả cho thấy gia tốc tải là một yếu tố có ảnh hưởng đáng kể đến chuyển vị tấm vì có tác động đến sự
giảm độ cứng và độ cản của tấm và làm tăng chuyển vị tại tâm tấm. Đối với ảnh hưởng của nhiệt độ, tuy có sự
gia tăng chuyển vị tại tâm tấm khi tăng nhiệt độ chênh lệch tại mặt tấm trên và tấm dưới, nhưng kết quả cho
thấy sự ảnh hưởng này không đáng kể. Tóm lại, khảo sát của bài báo đem lại giá trị trong thiết kế kết cấu tấm
nhiều lớp cũng như các kết cấu tương tự khi xem xét các yếu tố như gia tốc tải hay nhiệt độ ảnh hưởng đến sự
phá hủy của kết cấu.

DANHMỤC TỪ VIẾT TẮT
MEM: Phương pháp phần tử chuyển động (Moving Element Method)
MMPM: Phương pháp phần tử hai lớp chuyển động (Multi-Layer Moving Plate Method)
FEM: Phương pháp phần tử hữu hạn (Finite Element Method)
Q9: Phần tử tứ giác 9 nút (Quadrilateral Nine-Node Element)

XUNGĐỘT LỢI ÍCH
Tác giả không có bất kỳ xung đột lợi ích nào trong công bố bài báo.
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ĐÓNGGÓP CỦA TÁC GIẢ
Từ việc áp dụng phương pháp phần tử tấm nhiều lớp chuyển động để phân tích kết cấu tấm dưới tác dụng
của tải trọng thay đổi gia tốc và nhiệt độ. Từ đó, bài báo cho thấy sự tác động của yếu tố gia tốc của tải trọng
và nhiệt độ cùng gây ra ảnh hưởng đáng kể đến chuyển vị của tấm.
Trần Nam Hải: Thiết lập phương trình chuyển động giữa tấm và tải trọng và cùng viết bản thảo.
NguyễnThịThanh Quý: Khảo sát, phân tích kết quả và cùng viết bản thảo.
Lương Văn Hải: Định hướng, xây dựng phương pháp MMPM cho các trường hợp khảo sát và cùng viết bản
thảo.

CÁMƠN
Nghiên cứu được tài trợ bởi Đại học Quốc gia Thành phố Hồ Chí Minh (ĐHQG-HCM) trong khuôn khổ Đề
tài mã số B2024-20-12: “Mô hình và phân tích động lực học kết cấu tấm dầy ứng dụng trong các công trình
xây dựng”.
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ABSTRACT
The paper develops a new theory about numerical method to analyze dynamic behaviors of the
multilayer plate which rested on a Pasternak foundation under the moving concentrated load with
variable acceleration and temperature. The numerical method is developed by using the Multi-
layer Moving Plate Method (MMPM) in this paper. In addition, the Mindlin plate theory and the vir-
tual work principle were applied to establish the governing equation of motion that can describe
displacements of the multilayer plate as well as effects of the moving force to the structure. The
multilayer plate is discretized into 9 Node-Lagrange by the MMPM which combined with element
matrices into a global matrix to obtain the governing equation of motion for the plate structure.
This governing equation of motion is solved by the Newmark method to produce convergent re-
sults. Then, the paper practices verification with results obtained the published papers regarding
behavious of plate under static and dynamic cases to demonstrate the reliability of results in this
paper. Next, the paper examines bahavious of the multilayer plate under various acceleration to
analyze the plate displacement. Subsequently, the influence of temperature on the plate to the dis-
placement is considered by setting different temperature at the top plate and the bottom plates.
Key words: MMPM, moving load with acceleration, temperature.
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TÓM TẮT
Bài báo này xây dựng lý thuyết và phương pháp số mới để phân tích ứng xử động của tấm nhiều
lớp đặt trên nền Pasternak chịu tải trọng di động với gia tốc thay đổi và xét ảnh hưởng của nhiệt độ.
Phương pháp được nghiên cứu trong bài báo là phương pháp tấm nhiều lớp chuyển độngMMPM
(Multi-Layer Moving Plate Method). Ngoài ra, bài báo sử dụng lý thuyết tấm dầyMindlin và nguyên
lý công ảo để thiết lập phương trình chủ đạo mô tả chuyển động tấm và lực tác động. Tấm sau
đó được rời rạc thành các phần tử 9 nút bằng phương pháp MMPM, và ghép nối các ma trận phần
tử vào ma trận tổng thể để thu được phương trình chuyển động tổng quát của tấm nhiều lớp.
Phương trình tổng quát này được giải bằng phương pháp Newmark để cho ra kết quả có hội tụ.
Bài báo thực hiện được kiểm chứng với các kết quả thu được ở trường hợp tải tĩnh và tải động để
so sánh với các công trình đã công bố nhằm chứng minh độ tin cậy của các kết quả trong nghiên
cứu này. Tiếp theo, bài báo khảo sát các bài toán với những giá trị gia tốc khác nhau để xem xét sự
ảnh hưởng của đại lượng này tới ứng xử tấm. Đồng thời, ảnh hưởng nhiệt độ được xem xét đến
chuyển vị của tấm bằng cách đặt nhiệt độ tại mặt trên của tấm khác với nhiệt độ tại mặt dưới của
tấm.
Từ khoá: Phương pháp tấm nhiều lớp chuyển động (MMPM), tải di động có gia tốc, nhiệt độ

GIỚI THIỆU
Đi cùng với sự phát triển kinh tế xã hội thì nhu cầu di chuyển và vận tải hàng hóa ngày càng gia tăng, vì lẽ đó
mà cơ sở hạ tầng giao thông bao gồm hệ thống đường băng sân bay và đường cao tốc nhận được nhiều sự
quan tâm của cộng đồng khoa học. Các kết cấu dạng này được mô hình như là một dầm hay tấm trên nền
đàn nhớt chịu tác dụng của tải trọng di chuyển. Một số nghiên cứu liên quan đến phân tích kết cấu tấm trên
nền đàn hồi bằng phương pháp giải tích phải kể đến như sau. Kim và Roeset 1 đã khảo sát ứng xử động của
một tấm dài vô hạn trên nền đàn hồi chịu tải di động hằng số và tải điều hòa, phương pháp biến đổi Fourier
FFT (Fast Fourier Transform) được sử dụng để tìm lời giải cho phương trình chủ đạo. Tiếp theo đó, Kim 2 đã
phân tích ứng xử của tấm mỏng dài vô hạn trên nền Winkler và nền hai thông số chịu tác dụng đồng thời của
tải trọng nén tĩnh và tải trọng chuyển động. Sun3 đã sử dụng phép biến đổi Fourier để tìm lời giải giải tích
cho bài toán tấm Kirchhoff trên nền đàn nhớt chịu tải trọng di động điều hòa dạng đường tròn. Xiang và
cộng sự4 đã cung cấp lời giải chính xác cho bài toán dao động tấm dày với bốn cạnh tựa đơn đặt trên nền
Pasternak. Bằng cách áp dụng một lý thuyết mới, Xing và Liu5 đã đề xuất lời giải cho bài toán dao động tự do
của tấmMindlin chữ nhật. Với những điều kiện biên phức tạp, Fan và Cheung6 đã sử dụng phương pháp dải
hữu hạn để phân tích dao động tự do của tấm mỏng chữ nhật. Cũng bằng phương pháp dải hữu hạn, Huang
vàThambiratnam7 phân tích ứng xử của tấm chữ nhật trên nền đàn hồi chịu tải di chuyển có gia tốc.
Những nghiên cứu kể trên đều sử dụng phương pháp giải tích để đưa ra lời giải cho phương trình vi phân chủ
đạo mô tả chuyển động tấm. Một phương pháp mới ưu việt hơn, tận dụng sức mạnh điện toán của máy tính
đối với những tình huống phức tạp như hệ có nhiều bậc tự do hoặc tải có gia tốc tên là phương pháp phần tử
hữu hạn FEM (Finite Element Method) đã được áp dụng vào nghiên cứu động lực học kết cấu. Filho 8, Hino
và cộng sự 9 và Olsson10 là những nhà tiên phong trong việc phát triển FEM vào nghiên cứu bài toán kết cấu
dầm chịu tải trọng động. Tiếp theo, có thể kể đến các công trình củaThambiratnam and Zhuge 11, Yoshida và
Weaver12, Wu và cộng sự13 đều sử dụng phương pháp FEM để phân tích động lực học kết cấu tấm.
Koh và cộng sự 14 đã chỉ ra những khuyết điểm của FEM khi giải quyết bài toán tải di chuyển và đề xuất một
phương pháp cải tiến, tên là phương pháp phần tử chuyển động MEM (Moving Element Method) để giải bài
toán tàu-ray 1 chiều. Từ những nghiên cứu trên cho thấy phương pháp MEM đã mang lại những lợi thế nhất
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định cho phân tích động. Các nghiên cứu sau đó áp dụng phương pháp MEM có thể kể đến các công trình
của: Koh và cộng sự 15, Xu và cộng sự16, Cao và cộng sự17 về kết cấu tấm.
Hiện nay, tuy đã có một số nghiên cứu về kết cấu tấm sử dụng phương pháp phần tử chuyển động, nhưng chỉ
dừng lại ở phân tích tấm đơn, một số nghiên cứu về tấm hai lớp thì không xét đến tác động của nhân tố nhiệt
độ cũng như ảnh hưởng gia tốc tải trọng lên ứng xử của tấm. Vì vậy, bài báo này sẽ tập trung phát triển
phương pháp MMPM để phân tích ứng xử động của tấm hai lớp trên nền Pasternak chịu tải trọng di chuyển
có gia tốc và ảnh hưởng của nhiệt độ.

CƠ SỞ LÝ THUYẾT VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU
Tấm nhiều lớp đặt trên nền Pasternak

Môhình vật lý
Xét mô hình tấm gồm hai lớp đồng nhất có kích thước được ký hiệu như sau: chiều dài L và chiều rộng B;
tấm trên có bề dày ht và tấm dưới có bề dày hb . Tấm nhiều lớp được liên kết với nhau bằng lớp Pasternak với
các thông số độ cứng kwc, hệ số kháng cắt ksc và hệ số cản cc. Tấm dưới được đặt trên nền Pasternak có độ
cứng kw f , hệ số kháng cắt ks f và hệ số cản c f . Gọi u0t , v0t , w0t và u0b, v0b, w0b lần lượt là các chuyển vị theo
phương x, y, z của một điểm tại mặt trung hòa của tấm trên và tấm dưới; β xt , β yt và β xb, β yb là các góc xoay
xung quanh trục y và x. Ký hiệu Ttt và Tbb lần lượt là nhiệt độ của tấm trên và tấm dưới. Tải tập trung P di
chuyển dọc trục x của tấm với vận tốc thay đổi được thể hiện ở Hình 1.

Hình 1: Mô hình tấm hai lớp đặt trênnền Pasternak

Mối quan hệ biến dạng và ứng suất xét ảnh hưởng của nhiệt độ
Giả sử rằng trường nhiệt độ không đổi trong mặt phẳng Oxy của tấm và chỉ biến thiên theo phương bề dày
tấm. Giải phương trình vi phân mô tả phân bố nhiệt độ theo bề dày tấm của hàm phân bố nhiệt độ được biểu
diễn như sau:

−d
dz

(
κ

dT
dz

]
= 0 (1)

trong đó K là hệ số truyền nhiệt của tấm và là hằng số trong trường hợp tấm đồng nhất.
Điều kiện biên được xem xét ở phương trình (1) như sau:
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Tấm trên:

T = Ttt(z = ht/2);T = Ttb(z =−ht/2) (2)

Tấm dưới:

T = Tbt(z = hb/2);T = Tbb(z =−hb/2) (3)

Hàm nhiệt độ là các đa thức bậc nhất được thể hiện theo công thức sau:
T (zt) = Ttb +(Ttt −Ttb)

(
zt
ht
+ 1

2

)
T (zb) = Tbb +(Tbt −Tbb)

(
zb

hb
+

1
2

)
(4)

Nhiệt độ tại vị trí nối tiếp giữa tấm trên và tấm dưới được cho bởi công thức:

Ttb = Tbt = Ttt −
(Ttt −Tbb)

ht

κt
+

hb

κb

ht

κt
= Tbb +

(Ttt −Tbb)

ht

κt
+

hb

κb

hb

κb (5)

trong đó Ttt , Tbb lần lượt là nhiệt độ tại các mặt biên của tấm trên và tấm dưới; Ttb là nhiệt độ tại mặt dưới
của tấm trên và Tbt là nhiệt độ tại mặt trên của tấm dưới; Kt và Kb lần lượt là hệ số truyền nhiệt của tấm trên
và tấm dưới ht và hb là bề dày tấm trên và tấm dưới.
Theo Yang và Shen18, mô-đun đàn hồi E và hệ số giãn nở nhiệt α của tấm trên và tấm dưới biến thiên theo
nhiệt độ tuyệt đối như sau:

Et(T ) = Et
0

(
Et
−1T−1 +1+Et

1T 1 +Et
2T 2 +Et

3T 3
)

Eb(T ) = Eb
0
(
Eb
−1T−1 +1+Eb

1 T 1 +Eb
2 T 2 +Eb

3 T 3) (6)

αt(T ) = αt
0

(
αt
−1T−1 +1+αt

1T 1 +αt
2T 2 +αt

3T 3
)

αb(T ) = αb
0

(
αb
−1T−1 +1+αb

1 T 1 +αb
2 T 2 +αb

3 T 3
)

Trong đó: Et
0, Et

−1, Et
1, Et

2, Et
3, αt

0, αt
−1, αt

1, αt
2, αt

3là các hằng số vật liệu tấm trên
Eb

0 , Eb
−1, Eb

1 , Eb
2 , Eb

3 , αb
0 , αb

−1, αb
1 , αb

2 , αb
3 là các hằng số vật liệu tấm dưới; T là nhiệt độ tuyệt đối (đo theo

thang Kelvin-K).
Theo đó, mô-đun đàn hồi E và hệ số giãn nở nhiệt thay đổi theo chiều dày tấm như sau:

E(zt) = (Ett(T )−Etb(T ))
(

zt

ht
+

1
2

)
+Etb(T )

E(zb) = (Ebt(T )−Ebb(T ))
(

zb

hb
+

1
2

)
+Ebb(T ) (7)

α(zt) = (αtt(T )−αtb(T ))
(

zt
ht
+ 1

2

)
+αtb(T )

−α(zb) = (αbt(T )−αbb(T ))
(

zb
hb
+ 1

2

)
+αbb(T )

Trường biến dạng của tấm khi kể đến nhiệt độ có công thức sau đây

εx

εy

γxy

=


∂u0

∂x
∂v0

∂y
∂u0

∂y
+

∂v0

∂x


+ z


∂βx

∂x
∂βy

∂y
∂βx

∂y
+

∂βy

∂x


=

 u0,x

v0,y

u0,y + v0,x

+ z

 βx,x

βy,y

βx,y +βy,x

= εm + zκ (8)

γ =

(
γxz

γyz

}
=

 βx +
∂w0

∂x
βy +

∂w0

∂y

=

(
βx +w0,x

βy +w0,y
{}

}
(9)
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Với điều kiện trường biến dạng được phát biểu theo nguyên lý chồng chất như sau:

ε = εm + εT (10)

trong đó εm là trường biến dạng cơ học; εt là trường biến dạng do nhiệt độ

εT =

 1
1
0

α(z,T )∆T (11)

Trường ứng suất của tấm được thể hiện như sau:

σ =

 σx

σy

τxy


 Q11 Q12 0

Q21 Q22 0
00 Q66



 εx

εy

γxy

−

 1
1
0

α(z,T )∆T

 (12)

τ =

(
τxz

τyz

}
=

(
Q55 0

0 Q44

](
γxz

γyz

}
(13)

trong đó Q11, Q12, Q21, Q22, Q44, Q55, Q66 là các hằng số vật liệu của tấm.
Ngoại lực sinh ra bởi nhiệt độ được thể hiện như công thức sau: NT

x MT
x

NT
y MT

y
NT

xy MT
xy

=
∫ h/2
−h/2

 Q11 Q12 0
Q21 Q22 0

0 0 Q66


 α(z)

α(z)
0


(

1 z
]

∆T dz

=
∫ h/2
−h/2

 1
1
0

 E(z)α(z)∆T
1−ν

(
1 z

]
dz (14)

Phương trình chủ đạo
Phương trình chủ đạo của tấm nhiều lớp được thiết lập bằng nguyên lý công ảo cho tấm trên và tấm dưới.
Sau đây, công nội ảo của tấm trên và tấm dưới được viết lần lượt như sau:

∂WIt =
∫

Ωt

(
(∂εmt)

T (∂κt)
T (∂γt)

T
} Dmt Dmbt 0

Dmbt Dbt 0
00 Dst


 εmt

κt

γt

dΩt (15)

∂WIb =
∫

Ωb

(
(∂εmb)

T (∂κb)
T (∂γb)

T
} Dmb Dmbb 0

Dmbb Dbb 0
0 0 Dsb


 εmb

κb

γb

dΩb (16)

với Dmt , Dmblà ma trận vật liệu cho biến dạng màng,
Dmbt , Dmbb là ma trận vật liệu cho biến dạng màng và biến dạng uốn,
Dbt , Dbblà ma trận vật liệu cho biến dạng uốn,
Dst , Dsblà những ma trận vật liệu cho biến dạng cắt,
Ks =

5
6 là hệ số hiệu chỉnh cắt là Ks =

5
6 .

Công ngoại ảo của tấm trên nền Pasternak được viết như sau:
∂WE = ∂W P

E +∂W m
E +∂W k

E +∂W ks
E +∂W c

E (17)
với ∂W P

E - công ngoại ảo do tải di chuyển được cho như sau:
∂W P

E =
∫

Ω (∂u)T bdΩ (18)
b - véc-tơ tải tác dụng lên tấm:

b =
(

0 0 Pδ (x−S)δ (y−0) 0 0
]T

(19)
trong đó P là độ lớn tải di động, S là quãng đường tải di chuyển và δ () là hàm the Dirac – Delta.
∂W m

E là công ngoại ảo do lực quán tính:
∂W m

E =−
∫

Ω (∂u)TmüdΩ (20)
∂W kw

E là công ngoại ảo do lực đàn hồi của nền Pasternak:
∂W kw

E =−
∫

Ω ∂wT kwwdΩ (21)
∂W ks

E là công ngoại ảo do lực kháng cắt của nền Pasternak:
∂W ks

E =
∫

Ω ∂wT ks∇2wdΩ (22)
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∂W c
E là công ngoại ảo do lực cản của nền Pasternak:

∂W c
E =−

∫
Ω ∂wT cẇdΩ (23)

Phương trình chuyển động của tấm nhiều lớp từ cân bằng công nội ảo và công ngoại ảo được thiết lập như
sau:

• Tấm trên:

∫
Ωt

(
(δεmt)

T (δκt)
T (δγt)

T
} Dmt Dmbt 0

Dbmt Dbt 0
00 Dst


 εmt

κt

γt

dΩt

+
∫

Ωt
δut

T mt ütdΩt +
∫

Ωt
δwt

T kwc (wt −wb)dΩt (24)

−
∫

Ωt

δwT ksc

(
∇2wt −∇2wb

)
dΩt +

∫
Ωt

δwt
T cc (ẇt − ẇb)dΩt =

∫
Ωt

δut
T btdΩt

• Tấm dưới:

∫
Ωb

(
(δεmb)

T (δκb)
T (δγb)

T
} Dmb Dmbb 0

Dbmb Dbb 0
00 Dsb


 εmb

κb

γb

dΩb

+
∫

Ωb
δub

T mbübdΩb −
∫

Ωb
δwb

T kwc (wt −wb)dΩb +
∫

Ωb
δwb

T ksc
(
∇2wt −∇2wb

)
dΩb (25)

−
∫

Ωb

δwb
T cc (ẇt − ẇb)dΩb +

∫
Ωb

δwb
T kw f wbdΩb −

∫
Ωb

δwb
T ks f ∇2wbdΩb −

∫
Ωb

δwb
T c f ẇbdΩb = 0

Phương pháp tấm nhiều lớp chuyển động
Tấm hai lớp được rời rạc thành các phần tử theo Phần tử tứ giác 9 nút (Quadrilateral Nine-Node Element -
Q9), như trong Hình 2.

Hình 2: a) Rời rạc tấm hai lớp thành những phần tử; b) Một phần tử tấm hai lớp 18 nút

Khi tải trọng chuyển động với vận tốc ban đầuV0và gia tốc α thì mối quan hệ giữa hệ (r, s) và (x, y) được viết
như sau:{

r = x−V0t − 1
2 at2

s = y
⇒ ∂ r

∂ t =−(V0 +at) =−v (16)

5 

trong đó v = V0 + at là vận tốc của tải trọng tại thời điểm t .
Từ đó, phương trình chuyển động của tấm trên (25) được viết lại trong hệ (r, s) như sau:
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∫
Ωt
{(δεmt )

T (δKt)
T (δγt)

T}
Dmt Dmbt 0

Dbmt Dbt 0
0 0 Dst




εmt

Kt

γt

drds

+
∫

Ωt
δuT

tmt

(
v2 ∂ 2ut (r,s)

∂ r2 − 2v ∂ 2ut (r,s)
∂ r∂ t

−α ∂ut (r,s)
∂ r +

∂ 2ut (r,s)
∂ t2

)
drds

+
∫

Ωt
δwT

t kt(wt −wb)drds−
∫

Ωt
δwT kst(∇2wt −∇2wb)drds (27)

+
∫

Ωt
δwT

t ct

(
v ∂wt (r,s)

∂ t − v ∂wt (r,s)
∂ t

− ∂wb(r,s)
∂ t + v ∂wb(r,s)

∂ t

)
drds =

∫
Ωt

δuT
tbt(r,s)drds

Tương tự, phương trình chuyển động của tấm dưới (36) được viết trong hệ (r, s) như sau:

∫
Ωb

{(δεmb )
T (δKb)

T (δγb)
T}
Dmb Dmbb 0

Dbmb Dbb 0
0 0 Dsb




εmb

Kb

γb

drds

+
∫

Ωb
δuT

bmb

(
v2 ∂ 2ub(r,s)

∂ r2 − 2v ∂ 2ub(r,s)
∂ r∂ t

−α ∂ub(r,s)
∂ r +

∂ 2ub(r,s)
∂ t2

)
drds −

∫
Ωb

δwT
b kt(wt −wb)drds (28)

+
∫

Ωb
δwT

b kst(∇2wt −∇2wb)drds −
∫

Ωb
δwT

b ct

(
v ∂wt (r,s)

∂ t − v ∂wt (r,s)
∂ t

− ∂wb(r,s)
∂ t + v ∂wb(r,s)

∂ t

)
drds

+
∫

Ωb
δwT

b kbwbdrds−
∫

Ωb
δwT

b ksb∇2wbdrds−
∫

Ωb
δwT

bcb

(
∂wb(r,s)

∂ t − v ∂wb(r,s)
∂ r

)
drds = 0

Phương trình chuyển động tổng quát tấm hai lớp đạt được bằng cách ghép nối tất cả các ma trận phần tử:
Md̈+Cḋ+Kd= P (29)
với ¨d, ḋvà lần lượt kí hiệu véc-tơ gia tốc nút tổng thể, véc-tơ vận tốc nút tổng thể và véc-tơ chuyển vị nút tổng
thể; M, C và K là ma trận khối lượng tổng thể, ma trận cản tổng thể và ma trận độ cứng tổng thể. Phương
pháp Newmark được sử dụng trong bài báo để giải phương trình (30) cho các khảo sát ứng xử động của tấm
nhiều lớp.
Ma trận phần tử tấm hai lớp đạt được bằng cách ghép nối ma trận phần tử tấm trên và tấm dưới như sau:
M(e) = M(e)

t +M(e)
b ;C(e) =C(e)

t +C(e)
b ;K(e) = K(e)

t +K(e)
b ;P(e) = P(e)

t +P(e)
b (30)

M(e)
t là ma trận khối lượng phần tử tấm trên:

M(e)
t = mt

∫
Ω(e)

t
NT

t NtdetJdξ dη (31)

C(e)
t là ma trận cản phần tử tấm trên:

C(e)
t =−2mtV

∫
Ω(e)

t
NT

t Nt,rdetJdξ dη + cc
∫

Ω(e)
t

NT
wtNwtdetJdξ dη

− cc
∫

Ω(e)
t

NT
wtNwbdetJdξ dη (32)

K(e)
t là ma trận độ cứng phần tử tấm trên:

K(e)
t =

∫
Ω(e)

t

(
(Bmt)

T (Bbt)
T (Bst)

T
} Dmt Dmbt 0

Dbmt Dbt 0
0 0 Dst


 Bmt

Bbt

Bst

detJdξ dη

−mta
∫

Ω(e)
t

NT
t Nt,rdetJdξ dη +mtV 2∫

Ω(e)
t

NT
t Nt,rrdetJdξ dη + kwc

∫
Ω(e)

t
NT

wtNwtdetJdξ dη −
kwc

∫
Ω(e)

t
NT

wtNwbdetJdξ dη
− ksc

∫
Ω(e)

t

(
NT

wtNwt,rr +NT
wtNwt,ss

)
detJdξ dη

+ ksc
∫

Ω(e)
t

(
NT

wtNwb,rr +NT
wtNwb,ss

)
detJdξ dη

− ccV
∫

Ω(e)
t

NT
wtNwt,rdetJdξ dη + ccV

∫
Ω(e)

t
NT

wtNwb,rdetJdξ dη (33)

P(e)
t là véc-tơ tải phần tử tấm trên:

P(e)
t =

∫
Ω(e)

t
NT

t b(r,s)detJdξ dη −
∫

Ω(e)
t

((Bmt)
T ]
 NT

xt
NT

yt
NT

xyt

+
(
(Bbt)

T ]
 MT

xt
MT

yt
MT

xyt


detJdξ dη (34)

M(e)
b là ma trận khối lượng phần tử tấm dưới:

M(e)
b = mb

∫
Ω(e)

b
NT

b NbdetJdξ dη (35)

C(e)
b là ma trận cản phần tử tấm dưới:

C(e)
b =−2mbV

∫
Ω(e)

t
NT

b Nb,rdetJdξ dη + c f
∫

Ω(e)
t

NT
wbNwbdetJdξ dη
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+ cc
∫

Ω(e)
t

NT
wbNwbdetJdξ dη − cc

∫
Ω(e)

t
NT

wbNwtdetJdξ dη (36)

K(e)
b là ma trận độ cứng phần tử tấm dưới:

K(e)
b =

∫
Ω(e)

b

(
(Bmb)

T (Bbb)
T (Bsb)

T
} Dmb Dmbb 0

Dbmb Dbb 0
0 0 Dsb


 Bmb

Bbb

Bsb

detJdξ dη

−mba
∫

Ω(e)
b

NT
b Nb,rdetJdξ dη +mbV 2∫

Ω(e)
b

NT
b Nb,rrdetJdξ dη

+ kw f
∫

Ω(e)
b

NT
wbNwbdetJdξ dη − c f V

∫
Ω(e)

b
NT

wbNwb,rdetJdξ dη

− ks f
∫

Ω(e)
b

(
NT

wbNwb,rr +NT
wbNwb,ss

)
detJdξ dη

+ kwc
∫

Ω(e)
b

NT
wbNwbdetJdξ dη − kwc

∫
Ω(e)

b
NT

wbNwtdetJdξ dη

− ksc
∫

Ω(e)
b

(
NT

wbNwb,rr +NT
wbNwb,ss

)
detJdξ dη +ksc

∫
Ω(e)

b

(
NT

wbNwt,rr +NT
wbNwt,ss

)
detJdξ dη

− ccV
∫

Ω(e)
b

NT
wbNwb,rdetJdξ dη + ccV

∫
Ω(e)

b
NT

wbNwt,rdetJdξ dη (37)

P(e)
b là véc-tơ tải phần tử tấm dưới:

P(e)
b =−

∫
Ω(e)

b

((Bmb)
T ]
 NT

xb
NT

yb
NT

xyb

+
(
(Bbb)

T ]
 MT

xb
MT

yb
MT

xyb


detJdξ dη (38)

KẾT QUẢ SỐ
Kiểm chứng

Bài toán tĩnh
Mô hình được kiểm chứng với bài toán tấm hai lớp chịu tải trọng tĩnh, đặt trên nền Pasternak hai thông số,
kết quả thu được sẽ được kiểm chứng với số liệu trong công trình của Wu và cộng sự 19. Nhiệt độ mặt trên và
mặt dưới tấm bằng nhau Ttt = Tbb. Kích thước tấm hai lớp có kích thước như sau L x B = 3.75m x 4.5m với
chiều dày tấm trên ht = 0.22 và chiều dày tấm dưới hb = 0.18m. Thông số vật liệu tấm nhiều lớp lần lượt là Et

= 3.1x1010 N/m2, vt = 0.15 ρt = 2400kg/m3 cho tấm trên, và Eb = 1.5x109N/m2, vb = 0.25, ρb = 2300kg/m3

cho tấm dưới. Thông số lớp liên kết: kwc = 1.72x108N/m3, ksc = 0, cc = 1.75x105N.s/m3 và thông số nền kw f

= 1.52 x 107N/m3, ks f = 0, c f = 3.79x106N.s/m3. Tĩnh tải tập trung có độ lớn là 1 x 105N và lưới chia là 20 x
20. Bảng 1 so sánh chuyển vị lớn nhất tấm trên từ mô hình đề xuất với số liệu của Wu và cộng sự 20 với sai số
0.98%. Kết luận, phương pháp MMPM đối với bài toán tĩnh cho ra kết quả đáng tin cậy.

Bảng 1: Chuyển vị lớn nhất của tấm trên

Nguồn Chuyển vị lớn nhất (mm)

Wu và cộng sự 19 0.3562

Mô hình đề xuất 0.3527

Sai khác (%) 0.98

7

Bài toán động
Tiếp theo, mô hình được kiểm chứng với tải trọng động di chuyển dọc theo giữa tấm phương x của tấm trên. 
Kết quả thu được từ mô hình được so sánh với số liệu trong nghiên cứu của Cao và cộng sự 17 và Huang và 
Thambiratnam20. Kích thước tấm hai lớp như sau L x B = 40m x 10m, chiều dày tấm trên và tấm dưới như 
nhau ht = hb = 0.3m. Thông số vật liệu tấm trên, và tấm dưới là Et = Eb = 3.1 x 1010N/m2vt = vb = 0.25, ρt = 
ρb = 2440kg/m3. Thông số lớp liên kết kwc = 1 x 107N/m3, ksc = 0, cc = 0 và thông số nền kw f = ∞, ks f = 0, c f 

= 0. Tải di động có độ lớn là 1 x 103N với vận tốc không đổi V = 20 m/s. Nhiệt độ hai mặt của tấm như nhau 
Ttt = Tbb. Nghiên cứu xem xét tính hội tụ của chuyển vị tại tâm tấm bằng cách sử dụng những lưới chia khác 
nhau và cùng một bước thời gian ∆t= 0.0025(s). Bảng 2 ghi nhận kết quả chuyển vị của tâm tấm trên và tấm 
dưới, và so sánh với nghiên cứu của Cao và cộng sự 17. Nhận thấy sự sai khác giữa mô hình đề xuất và nghiên 
cứu17 là không đáng kể, phương pháp MMPM trong bài báo cho ra các kết quả ở bài toán động ở các lưới 
chia khác nhau là đáng tin cậy.
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Bảng 2: Hội tụ chuyển vị tâm tấm với những lưới chia khác nhau

Lưới chia Tấm
trên/dưới

Mô hình đề xuất
(mm)

Cao và cộng sự [17]
(mm)

Sai khác
(%)

15 x 5 Trên -4.3284 x 10−3 -4.2741 x 10−3 1.25

Dưới -4.3284 x 10−12 -4.2741 x 10−12 1.25

20 x 10 Trên -4.4880 x 10−3 -4.4356 x 10−3 1.17

Dưới -4.4880 x 10−12 -4.4356 x 10−12 1.17

30 x 15 Trên -4.7103 x 10−3 -4.6559 x 10−3 1.15

Dưới -4.7103 x 10−12 -4.6559 x 10−12 1.15

Kết quả nghiên cứu & thảo luận

Khảo sát ảnh hưởng của tấmnhiều lớp dưới tác động của nhiệt độ
Xét mô hình tấm hai lớp có kích thước L x B = 20m x 10m, chiều dày tấm trên tấm dưới như nhau ht = hb =
0.1m, hệ số Poisson v = 0.2 và bốn cạnh tựa đơn. Các thông số vật liệu được trình bày trong Bảng 3. Thông số
lớp liên kết và nền kwc = kw f = 1. x 107N/m3, ksc = ks f = 1 x 105N/m3 cc = c f = 1. x 104N/m3. Tấm chịu tải
trọng tập trung P = 1. x 106N di chuyển với vận tốc V = 20m/s, gia tốc a = 20m/s2. Khảo sát ảnh hưởng của
nhiệt độ tới độ võng tại tâm tấm với Ttt = Tbb và sau đó tăng dần nhiệt độ mặt trên Ttt = 400K, 500K, 600K
trong khi nhiệt độ mặt dưới ở 300K.

Bảng 3: Thông số vật liệu tấm

Vật liệu Thông
số

Eo E-1 E1 E2 E3 E (300K)

Tấm trên E (Pa) x3.49
1011

0 -3.07 x
10−4

2.16 x
10−7

-8.95 x
10−11

3.22 x 1011

α (1/K) 5.87 x
10−6

0 9.10 x
10−4

0 0 7.48 x 10−6

ρ
(kg/m3)

- - - - - 2370

k
(W/mK)

- - - - - 9.19

Tấm dưới E (Pa) x2.01
1011

0 3.08 x
10−4

-6.53 x
10−7

0 2.08 x 1011

α (1/K) 1.23 x
10−5

0 8.09 x
10−4

0 0 1.53 x 10−5

ρ
(kg/m3)

- - - - - 8166

k
(W/mK)

- - - - - 12.04

Dữ liệu Bảng 4 và biểu đồ theo Hình 3 và Hình 4 cho thấy chuyển vị lớn nhất tại tâm tấm trên và dưới tăng
dần khi chênh lệch nhiệt độ giữa hai mặt tấm tăng, ngoài ra sự tăng chuyển vị này gần như tuyến tính. Tóm
lại, nhiệt độ thực sự gây ra những tác động lên ứng xử kết cấu cùng với tải trọng cơ học, nhưng tùy vật liệu với
các hệ số dẫn nhiệt khác nhau sẽ có tác động khác nhau lên kết cấu. Trong nghiên cứu này, chuyển vị của tấm
bị ảnh hưởng chủ yếu do tải trọng cơ học, tác động nhiệt độ có tham gia nhưng không đáng kể.
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Bảng 4: Chuyển vị của tấm khi nhiệt độ tác dụng lênmặt trên thay
đổi

Nhiệt độ mặt trên Ttt (K) 300 400 500 600

Chuyển vị tấm trên (mm) -
9.684

-
9.743

-
9.810

-
9.857

Chênh lệch so với 300K (%) 0.06 1,29 1.79

Chuyển vị tấm dưới (mm) -
3.658

-
3.676

-
3.692

-
3.707

Chênh lệch so với 300K (%) 0.47 0.91 1.34

Hình 3: Chuyển vị lớn nhất của tấm trên khi nhiệt độ tácdụng lên mặt trên thay đổi

Hình 4: Chuyển vị lớn nhất của tấm dưới khi nhiệt độ tácdụng lên mặt trên thay đổi

9

Khảo sát ảnh hưởng của tấm nhiều lớp dưới sự thay đổi gia tốc của tải động
Xét mô hình tấm hai lớp có kích thước L x B = 20m x 10m, chiều dày tấm trên và tấm dưới ht = hb = 0.1m, hệ 
số Poisson v = 0.3, bốn cạnh tựa đơn. Tấm chịu tải trọng tập trung P = 1 x 106N di chuyển với vận tốc ban 
đầu V0 = 20m/s, nhiệt độ mặt trên tấm Ttt = 400K và nhiệt độ mặt dưới tấm Tbb = 300K. Các thông số vật
liệu được trình bày trong Bảng 3. Thông số lớp liên kết và nền kwc = kw f = 1. x 107N/m3, ksc = ks f = 1 x 
105N/m3, cc = c f = 1. x 104N/m3. Khảo sát ảnh hưởng của gia tốc tải di chuyển đến ứng xử tấm trong các
trường hợp sau a1 = a = 20m/s2 a2 = 2a, a3 = 3a, a4 = 5a, a5 = 8a.
Kết quả từ Hình 5và Hình 6 thu được tại thời điểm t = 1.00s, cho thấy khi gia tốc tải di chuyển tăng thì
chuyển vị tấm trên và tấm dưới cũng tăng theo. Ảnh hưởng của gia tốc tới chuyển vị khi α ≤ 60m/s2 là

không rõ ràng, khi α > 60m/s2 thì chuyển vị bắt đầu tăng nhanh. Điều này phù hợp với tính chất vật lý của
kết cấu là khi lực chuyển động càng nhanh thì tác động của lực lên chuyển vị tấm càng lớn.

KẾT LUẬN
Bài báo sử dụng phương pháp số mới MMPM để mô phỏng và phân tích ứng xử động của tấm nhiều lớp trên 
nền Pasternak chịu tải di chuyển có gia tốc và sự thay đổi nhiệt độ tấm. Phương trình chủ đạo được thiết lập
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Hình 5: Chuyển vị tấm trên vớinhững giá trị gia tốc khác nhau

Hình 6: Chuyển vị tấm dưới vớinhững giá trị gia tốc khác nhau

bằng nguyên lý công ảo, sau đó, tấm được rời rạc thành những phần tử 9 nút theo phương pháp MMPM giúp
đạt được kết quả chính xác. Điểm nổi bật của nghiên cứu này là gia tốc thay đổi và ảnh hưởng nhiệt độ được
xét đến đồng thời trong phân tích như thể hiện đúng các kết cấu tấm ngoài thực tế như đường cao tốc, đường
sân bay,…. Độ tin cậy của nghiên cứu được kiểm chứng qua các công trình đã xuất bản sử dụng phương pháp
truyền thống FEM. Bài báo đã thu được những giá trị trong phân tích ứng xử động tấm nhiều lớp dưới tác
động tải di chuyển có giá trị gia tốc khác nhau cùng với sự chênh lệch nhiệt độ giữa mặt trên và mặt dưới của
tấm. Kết quả cho thấy gia tốc tải là một yếu tố có ảnh hưởng đáng kể đến chuyển vị tấm vì có tác động đến sự
giảm độ cứng và độ cản của tấm và làm tăng chuyển vị tại tâm tấm. Đối với ảnh hưởng của nhiệt độ, tuy có sự
gia tăng chuyển vị tại tâm tấm khi tăng nhiệt độ chênh lệch tại mặt tấm trên và tấm dưới, nhưng kết quả cho
thấy sự ảnh hưởng này không đáng kể. Tóm lại, khảo sát của bài báo đem lại giá trị trong thiết kế kết cấu tấm
nhiều lớp cũng như các kết cấu tương tự khi xem xét các yếu tố như gia tốc tải hay nhiệt độ ảnh hưởng đến sự
phá hủy của kết cấu.

DANHMỤC TỪ VIẾT TẮT
MEM: Phương pháp phần tử chuyển động (Moving Element Method)
MMPM: Phương pháp phần tử hai lớp chuyển động (Multi-Layer Moving Plate Method)
FEM: Phương pháp phần tử hữu hạn (Finite Element Method)
Q9: Phần tử tứ giác 9 nút (Quadrilateral Nine-Node Element)

XUNGĐỘT LỢI ÍCH
Tác giả không có bất kỳ xung đột lợi ích nào trong công bố bài báo.
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ĐÓNGGÓP CỦA TÁC GIẢ
Từ việc áp dụng phương pháp phần tử tấm nhiều lớp chuyển động để phân tích kết cấu tấm dưới tác dụng
của tải trọng thay đổi gia tốc và nhiệt độ. Từ đó, bài báo cho thấy sự tác động của yếu tố gia tốc của tải trọng
và nhiệt độ cùng gây ra ảnh hưởng đáng kể đến chuyển vị của tấm.
Trần Nam Hải: Thiết lập phương trình chuyển động giữa tấm và tải trọng và cùng viết bản thảo.
NguyễnThịThanh Quý: Khảo sát, phân tích kết quả và cùng viết bản thảo.
Lương Văn Hải: Định hướng, xây dựng phương pháp MMPM cho các trường hợp khảo sát và cùng viết bản
thảo.
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tài mã số B2024-20-12: “Mô hình và phân tích động lực học kết cấu tấm dầy ứng dụng trong các công trình
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ABSTRACT
The paper develops a new theory about numerical method to analyze dynamic behaviors of the
multilayer plate which rested on a Pasternak foundation under the moving concentrated load with
variable acceleration and temperature. The numerical method is developed by using the Multi-
layer Moving Plate Method (MMPM) in this paper. In addition, the Mindlin plate theory and the vir-
tual work principle were applied to establish the governing equation of motion that can describe
displacements of the multilayer plate as well as effects of the moving force to the structure. The
multilayer plate is discretized into 9 Node-Lagrange by the MMPM which combined with element
matrices into a global matrix to obtain the governing equation of motion for the plate structure.
This governing equation of motion is solved by the Newmark method to produce convergent re-
sults. Then, the paper practices verification with results obtained the published papers regarding
behavious of plate under static and dynamic cases to demonstrate the reliability of results in this
paper. Next, the paper examines bahavious of the multilayer plate under various acceleration to
analyze the plate displacement. Subsequently, the influence of temperature on the plate to the dis-
placement is considered by setting different temperature at the top plate and the bottom plates.
Key words: MMPM, moving load with acceleration, temperature.
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